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A Direct Proof of the Integral Representation of a Derivative 
and a Method of Introducing Taylor Expansion 
Soichi HORINOUCHI 
In the theory of complex function， Taylor expansion， Laurent expansion and the formulas 
for computing residues of a function are usually proved on the basis of the property of uniform 
convergence of power series. 
However， the auther has been interested in the method to introduce these facts directly， 
not using knowledge of power series. 
In [7]， we showed that the integral representation of f(a) holds if f(z) is regular in a!1 open 
circular disk by omi抗ingthe center a and if the lim f(z) exists. 
z一. a 
In this paper， by virtue of this fact， we will show the integral representation of f '(a) directly 
without the aid of the integral representation of f(z). And further， we will show a method of 
introducing Taylor expansion and Laurent expansion， not using properties of power series. 







コーシーの積分表示に関して 点 aを f(z)の孤立
特異点とするとき.この点 aで f(z)の極限が存在す



















1 imf(z) (z-a) =A (有限確定)
Z 一歩a




Res [ [ (z λ a]= 1 i m[(z) (z-a). 
Z一+a
この定理により， [(z)が[C] '" { a }で正則ならば，
点aでの微分可能性に関係なく，次の定理が成り立つ.
定理B.点aを閉曲線Cの中の任意の点とする.





J 一一一 dz=2nj.1 imf(z) 





[(a)= - f 一一一一 d z. 





る. [(z)が[CJ '" { a}で正則で，かつ，




1 [ (() 
[(z)= - f 一一一- d ( 
2πj C (-z 
と表示できる.
定理D.点aを [(z)の孤立特異点とする.



















意の点zにおいて.次の等式が成り立つ. ここに， C 
は点 zを内部に含むD内の任意の閉曲線とする.
1 [ (() 
['(z)= - f d (. 
2π j C (( -Z)2 
k 
(証明)まず， f _d(=O (kは定数)， 
C (( -Z)2 
に注意して，次のように変形する.点zを定めると，
f (z )は定数となるから，
[(() [(乙) - [(z) 
f -_d(=f .d( 
C (( -Z )2 C ( ( -Z )2 
[(()-[(z) 
ζ-z 








































I . a I 
¥. /C 
定理 1により，
1 [ (z) 
[ '( a)= 一一- f d z. 
2π j C (z -a)2 
1 [ (z) 
['(a+h)=-f dz. 
2πj C (z -a -h)2 
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f '(a +h)-f '(a) 
ζ。→aだから，
e (( 0) 1 
(0学 aなら.
E (z) 1 
O~I 壬・|
(z -a )n+l 1 z -a 1 n 
1 e (( 0) 1 
主
|ζ。-a 1 n 
z→aのとき，また，1 f (z) {2 (z -a) -h} 
= - J dz 
2π i C (z-(a +h)) 2(z-a)2 
1 f (z) 
=一- J 






2ffi C (z-(a チh))2(z-a)3 
ここで，右辺の第2項は h→ Oのとき Oに収束する.









0三 1 - J 
2π i C {z -(a +h)) 2(Z -a)3 





(r - 1 h 1 )2 r 3 
三一一一
2π 










f (n) (a) 
+…+ ( z -a)n + e n ( z). 
n ! 
ここに， en(Z)は(C)で正則で.かつ， en(Z)= 
o{(z-a;n) • ただし ， nは任意の自然数とする.
定義(高位無限小)関数o(z)がある自然数nに対し
(証明)まず，次の関数 g(z)を考える.











f'(a+h)-f'(a) 1 f(z) 
1 i m -一- J 
h→o h πi C (z-a)3 





キ f(a)'(z-a)キ一一一一 (z-a)2 
2 ! 
f (n-l) (a) 





g (n-l) (z)= f (n-l) (z)-f (n-l) (a) . 
L-tこがって.
g (n-l) (z) 
z-a 







E (z)= J ε(と)dごとおけば， E(z)も(C)で正
T 
E(z)= 0 {(z -a)n+l)である.
e (z)の正則性から， E(z)も(C)で正則と
なるから.高位無限小となることについて示す.
E (z) 1 




f (n-l) (z)-f (n-l) (a) 
z -a 
(z→aのとき). 
三五 . max 
z -a 1 n+l ( ( r 
m a x 1e (ζ) 1 = 1 
((r 
→f (n) (a) e (() 1・1z -a 1. 
(2 ) 
いま，
ε1 (z)= g 何一 1)(z) -f (n) (a) ( z -a ) 
13 
e (( 0) 1とすれば，いま
堀之内線一
とおくと. & 1 (z)は(C) で正則で，かつ，
ε1 (z)= 0 {(z -a)}. 
点 aから(C)の任意の点 zへ至る線分「に沿って
(2 )の両辺を積分する. & 1 (z)の積分を&2 (z)と
すれば(以下同様) • 
[ (n) (a) 
g(n-2J(Z)= (z-a)2キ ε2(Z) (3) 
2 
かつ. Lemmaにより. &2(Z)は(C)で正則で，
ε2 (z)= 0 {( z -a)2) 
となる.再び. (3) の両辺を fに沿って積分すれば.
[ (n) (a) 
g (n-3J (z)= (z -a)3 +ε3(Z) 
31 
かつ. &3(Z)は(C)で正則で，
ε3 (z)= 0 {( z -a)3) 
といえる.以下同様に積分を繰り返すと，最後には，
[ (n) (a) 
g (z)= (z -a)nキ εn(Z) 
n 1 
かつ • &n(Z)は(C)で正則で，





定理4. (類似ロピタルの定理). [(z)及び g(z) 
は共に点aの近傍で正則で，かつ，
[(a)=[(a)=…= [ (n-1) (a)= O. 
g(a)=g(a)=…= g (n-1) (a)= O. 
Eω (a)宇 O
とする.このとき，



















[ (n) (a) 
一一一一 (Z-a)n 十 o{(z-a;n)
n 1 [ (z) 
g (z) g(川 (a)
一一一一 (Z-a)n キ o{(Z -a;n) 
n 1 
o{(z-a;n} 
[ (nJ (a)キ n 1・
(z -a;n 
o{(z-a)n) 
g (nJ (a)キ n 1・
(z -a;n 
一一歩







更に，定理3の剰余項 &n (z)= 0 {(z -a;n) 
の部分を，正確に表すことを考える.





[ . ( a ) [ (n) (a) 
+一一一一位 -a)2+…+ (z -a)n 
21 n 1 
(z-a;n+1 [(() 
十 J d (. 
2π i C ((-a)n+1(乙-z) 
(証明) [CJを含みD内にある Cの同心円 C1を考




関数 は[C] '" { a}で正則で，かつ，
(z-a;n+1 
εn (a)=εぶ (a)=…=εn(n) (a)= O. 
ゆえに，定理4より，
εn ( Z ) [ (n+ 1) (a) 
1 i m -




一- f d ( 





2π i C (と -a)n+1((_Z)
1 [ (() 
= 一一 { f d ( 
2π i C ((-a)n+1((_z) 
n [(j) (a) 1 
-~ f d (. 





f d (= O. (m:自然数)




(z-a;n+1 2πi C ((-a)n+1((_z) 
したがって，
(z-a ;n +1~ f(() 
εn(Z)= f d( 




更に，円 Cの半径を r， dを任意に小さな正数とし
て， [ C r-d] = {z: I z -a I壬r-d} とおく
と， n→∞のとき， en(Z)は[C r-d]でOに一様
収束することが分かる.何故なら f (z)は[C]で
連続だから， C上で I f (() I :壬M(定数)となる.
したがって， zε[ C r-d]のとき，
(z-a)n+l f(() 
en(z)I=1 一一一- f dζ| 
2π j C((-a)n+l(と-z) 
/z-a/n+1M 
三 . 2πr 
2 fIζ-a I n+l Iζ -zl 
(r-d;n+1M 
三二 . 2ff r 
2ff・rn+ld 
凡-1 r -d n+l 











f(z)=f(a)キ f・(a)(z-a)キ一一 (z-a)2 
2 1 
f (n) (a) 
+…+ (z-a;n+… 
n 1 
また， Cの半径を r， dを任意に小さい正数とすれ




定理7. f (z)が領域Dで正則ならば， Dの任意の点
aに対して，
n 1 f (z) 
f (n) (a)=一一-f d z 
2π j C (z-a)n+l 


































f (z) (z -a;n 
f d z = f 
C (z-a;n+l C dz z-a 
f (z) -P(z) 
=2ffj.l im 
z→a (z -a)n 
前に示した類似ロピタルの定理より， この極限は








1 i m f (z) (z -a) k= A (有限確定)
Z 一歩a
が存在するならば， (C)の任意の点 z学 aについて，
f (z)は次の級数の形に展開できる.
b-k b-(k-υ b-l 
f (z)= + +…十一一一一
(z-a) k (z-a) k-l z-a 
十 bo十 bl (z-a) 十 b2 (z-a) 2 







(z-a)n+1 f (() 
グn(z)=一一一- J d(. 
2ffi C ((-ajD+1((-Z) 
ただし，nは任意の自然数で， b j (j = -k， ・二 一J.
O. J， …. n)は定数である.
(証明)いま，
(f(z) (z-a) k (z手 a)
g (z)= { 
lA (z=a) 
とおけば.定理Dにより， g (z)は点 aでも微分可能
となる. したがって. g (z)はDで正則となる. した
がって，定理5により， (C)の任意の点 z手 aに対し
て. g (z)を点 aを中心とする (n十 k)乗の項までの
有限項テーラー展開ができる.即ち，
g "(a) 








(z -ajD+量+1 g (() 
= J d( 
2π i C ((-a)n+量+1(乙 -z) 
二 (匂z一 a )n+叶つk
dと
2π i C (と一a)n+k+1 (乙一 z)
三 (z 一 a )n+叶つk
d仁.




(z -a) k 
g (z) 
(z -a) k 
これに上の g(z)を代入すれば
b-k bーはー1) b-1 
f(z)= + +…+一一一一
かつ.
(z-a) k (z-a) k-1 z-a 
+bo+b1 (z-a) +b2 (z-a) 2 
+…+bn (z-a) n+ηn (z)， 
(z-a)n+1 f(と)
ηn(Z)=一一一一-J d ( 









汐 n(z) J εnチk(z) εn+k(Z) 
一一一一=一一一一 一一一一一= → o. 
(z-a)D (z-a)ぺz-a)左 (z-a)川
したがって，汐n(Z)=o{(z-a)つ が分かる.
また， 汐n(z)は[C] "-{ a}で正則でることは明ら
かだが • z→aのとき汐 n(z)→Oだから，定理Dに
より，点 aでも微分可能である. したがって， [C] 
で正則である.
上述のことから. (C)の任意の点 z学 aに対して，
f (z)は無限級数の形に展開できることが分かり，次
の定理を得る.








b-k b-(k-1) b-1 
f(z)= + +…+一一一一
(z -a)量 (z-a)ト 1 z-a 
十 boキ b1 (z-a)キ b2 (z-a) 2 
+…+bn (z-a) n+… 
参考文献





[4J竹内端三: r関数論(上巻)J ，装華房(1968) 
[5 J辻 正次: r函数論(上巻)J ，朝倉書店(1960)
[6J吉田洋一: r函数論」 岩波書庖(1967)
[7J堀之内線一: r複素関数の積分表示と留数につ
いてJ，鹿児島工業高等専門学校研究報告33
(1998)， 7--13. 
